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ABSTRACT 

Two Bernoulli shifts are given, (X,T) and (X',T'), with independent 
generators R = P v Q and R '=  P 'v  Q' respectively. (R and R' are finite). 
One can choose R such that if (X', T') can be made a factor of (X, T) in such a 
way that (P')T, and (Q')r, are full entropy factors of (P)r and (Q)r respec- 
tively then d(P v Q) = d(P' v Q'). In addition it is proved that if (X, T) is a 
Bernoulli shift and if S is a measure preserving transformation of X that has 
the same factor algebras as T then S = T or S = T ~. A tool for this proof, 
which may be of independent interest is a relative version for very weak 
Bernoullicity. 

Introduction 

Soit  (X, T, m )  un  syst/~me d y n a m i q u e  ergodique  d ' en t rop i e  finie. So ien t  M et 

deux  sous or-alg~bres T - inva r i an t e s  de X telles que M v ~ = X. On appel le  

ici sys t~me la donn6e  de (X, T, m ) et des deux fac teurs  M e t  ~ (dans  cet ordre).  

U n  sys t~me est  not~: (X, M, ~ ,  T, m) .  

On dit que le sys t~me ( X , M , ~ , T , m )  est  i somorphe  au sys t~me 

(X, M, ~ ,  T, n~ ) s'il existe un  e n s e m b l e  X, T- inva r i an t  de mesure  l darts X et un  

e n s e m b l e  X1 T - i n v a r i a n t  de mesure  1 darts .~ ainsi  q u ' u n e  b i j ec t ion  bi- 

mesurab le  4~ de X~ dans  , ~  telle que:  

(1) 4,om = n~ 

(2) T .  4~ = 4~0T 

(3) th(M) = M (On d6signe encore  par  M la res t r ic t ion  de M ~ X,)  

(4) 6 (~ )  = 9]. 
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Si q~ est une injection et si, au lieu de (3) et (4) les conditions 

(Y) &-'(.~) c d 

(4') 4 - ' (~  ) C 

sont v6rifi6es, on dit que le syst~me (X, ~,  ~,  T, rh) est un facteur du syst~me 

(X, zd, @, T, m). Enfin, on dit que (X, ~d, @, T, rh) est un facteur principal de 

(X, ~ ,  @, T, m) si c'est un facteur et si 

(4) E(T~) = E(I"~) 

(5) E(T~) = E(I"~). 

(Par E(T~) on d4signe l'entropie de l'action de T restreinte au facteur d.)  On 

dit que le syst4me (X ,d ,@,T ,m)  est un systhme de Bernoulli si on a la 

propri6t6 suivante: il existe deux partitions finies P et Q de X telles que 

(1) V TiP = 

(2) V TiQ = Yd 

(3) les Ti(P v Q) i E z sont ind6pendantes. 

Ce sysf6me de Bernoulli est alors not6 (X,(P)T,(Q)T,T,m). (Dans eette 

d6finition la donn6e (P)T 6quivaut h la donn6e du facteur VT® TiP et de la 

partition P.) 

Nous allons prouver (Proposition l) que le problhme de l'isomorphisme des 

systhmes de Bernoulli est tths diff6rent du problhme de l'isomorphisme des 

sch4mas de Bernoulli en montrant le r6sultat suivant: 

il existe un systhme de Bernoulli (X,(P)T,(Q)T, T, m) tel que si le systhme de 

Bernoulli (X, (P)¢, ((~)¢, T, r~ ) est un facteur principal de (X, (P)T, (Q)T, T, m) 

alors: 

d(P v Q) = d(P v Q ). (Les deux partitions ont m4me distribution.) 

Remarquons que ce r6sultat a une port6e restreinte du fait que toutes ies 

partitions que l'on consid4re ici sont finies. A l'oppos6 du cas pr6c6dent 

correspond celui du systhme de Bernoulli (X , (P)r , (Q)r ,T ,m)  tel que 

P / e ^ O Q .  Le problhme de l'isomorphisme des systhmes de cette sorte est 

r4solu dans la Proposition 3. Les m4thodes utillis4es dans les d6monstrations 

pr6c6dentes nous permettent de prouver enfin que si (X, T) est un sch6ma de 

Bernoulli et si S est une transformation qui a les m6mes facteurs que T, alors 
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S = T ou S = T -~ (Proposit ion 2). (Dans [5] P. C. Shields a prouv6 que S est 

n6cessai rement  un sch6ma de Bernoulli.) 

Notations 

Soit (X, M, 99, T, m)  un syst~me et P e t  Q deux partit ions finies de X telles 

que (P)T = M, (Q)r = 99. Soit A l 'op6rateur  de L2(X) dens L2(X) d6fini par 

A = E a E ~ E  ~. (E ~ d6signe l 'esp6rance conditionnelle par  rappor t  h la tribu 

M). A est un op6rateur  positif. Soit s un nombre  r6el positif. Soit 

lp,,lp, . . . l p ,  k lq, . . . lq,k 

la fonct ion caract6rist ique d 'un cylindre de (P  v Q)Z. 

On pose: 

rs(m)(p,,p,~. • .p,,q,,.  • • q,,) = fx  lq,, • • • lq,kA s l p ,  1 • " " lp,,dm. 

On appelle I ( m )  l ' ensemble  des s E R ÷ tels que rs (m)  d6finisse une mesure  

posit ive sur ( P v  Q)Z. I ( m )  contient N. De plus quand s E l ( m ) ,  rs(m) est 

stationnaire et m e t  rs(m) coincident sur (P)r et (Q)r.  

S i s  E I ( m )  on d6signe par ((P v Q)z,(P)T,(Q)r,  T, z s(m)) le syst~me d6fini 

sur (P  v Q)Z muni de la mesure  r~(m) ofa T d6signe la translation et off sont 

donn6s les deux facteurs  (P)r et (Q)r. I1 est 6vident que pour  s = 0, le systbme 

pr6c6dent est i somorphe au syst6me (X, J ,  99, T, rn). Nous allons voir  dans le 

l emme qui suit que le syst6me obtenu avec la mesure  rs (m)  ne d6pend pas du 

choix de P e t  Q. Dans la notation d 'une partition on pr6cise quand c 'es t  

n6cessaire la mesure  qu 'on  utilise. Ainsi (P v Q, Ts(m)) d6signe la partition 

dont  l'616ment p~qj a la mesure  rs(m)(plqj). 

LEMME 1. (1) Soit (X ,~ ,99 ,  T ,m)  un systdme. Soient P , Q , P , , Q ,  quatre 

partitions finies de X telles que ; (P)r = ( P 0 r  = s4, (Q)r  = (Q,)r  = 99. 

Alors pour tout s E I ( r n )  le syst~me ( ( P v Q ) ~ , ( P ) r , ( Q ) r , T , r , ( m ) )  est 

isomorphe au syst~me ((P~ v Q,)Z, (Pl)r, (Q,)r, T, r, (m )). 

(2) Soit (X , (P ) r , (Q) r ,  T , m )  un syst~me de Bernoulli. Alors (i) pour tout 

s E I ( m )  le syst~me (X,(P)~,(Q)r,  T , r , (m))  est un systOme de Bernoulli. (ii) II 

existe So tel que pour tout s > So s E I (m ). 

DEMONSTRATION. S i f  ~ L2(P)r et si g E L2(Q)r, (on ne pr6cise pas la mesure  

puisque sur ces deux tr- alg6bres, m coincide avec  r~ (m)  pour  tout s ~ I (m)) ,  

on remarque  que: 
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f f g d r ~ ( m ) = f  ga 'ydm.  

Ceci prouve (1). Soient maintenant ~ i l - < - i < = n  et ~ l = < i = < n  2n sous 

or-algbbres de l 'espace de Lebesgue Y telles que les n sous tr-alg~bres ~i  v ~ 

1 _-< i -< n soient ind6pendantes. 

Alors si g = I/~=mhe avec hl E L 2 ( ~ )  pour 1 =< i = n, on a: 

EVT='~'g = I-I E~'hi • 
i = l  

Soit i E Z. Dans (T ' (P v Q), m) soit A, l 'op6rateur de: 

L2(TI(P v Q), m)---~ L2(T~(P v Q), m) d6fini par: Ai = Er'PEr'°E r'p. 

Soit s E I ( m ) .  Comme par hypoth~se les ( T i ( P v Q ) , m )  i E Z  sont 

ind6pendantes,  on a que: 

k 

(I) A '  l p, . . .  l p, k = 1-I A 7 1,,, 
i=l 

(lp, " . .  lp,k d6signe la fonction caract6ristique d 'un cylindre de pZ). 

La d6finition de z , (m)  entraine alors que les partitions (T~(P v Q),~'s(m)), 

i ~ z sont ind6pendantes. Ce qui prouve (2) (i). Pour prouver  (ii) on remarque 

que s est dans I (m)  d~s que (P v Q, zs(m)) est une partition dont  t o u s l e s  

616ments ont une mesure non n~gative. Mais quand s-->0% zs(m) converge 

faiblement vers ~-~(m) qui est une mesure pour  laquelle P e t  Q sont condition- 

nellement ind6pendantes par rapport  h P ^ Q. (Voir [2]). Comme P v Q est 

finie, on a (ii). 

Comme cons6quence imm6diate de ce lemme, on a l e .  

COROLLAmE 1. Soient (X,(P)r,(Q)T,T,m) et ( X , ( P ) t , ( O ) t , T , r ~ )  deux 
syst~mes de Bernoulli isomorphes. Alors U existe So tel que pour tout s > so: 

E(P v Q, r~(m)) = E(P v Q, z,(n~)). 

Notre  but maintenant est d 'arriver h la m6me conclusion avec l 'hypoth~se 

plus faible que l 'un de ces deux systbmes est un facteur  principal de l 'autre. 

LEMME 2. Soit P une partition d'entropie finie de l'espace de Lebesgue Y. 

Soient ~l et gd deux sous tr-algdbres de Y telles que ~t C~J. Alors si E ( P  [ ~t) = 

E(P I~) ,  on a pour tout p ~ P. 

E ~* lp = E ~ lp p.s. 

LEMME 3. Soit (X, M, ~,  T, m) un systdme. Soient R et S deux partitions de 

X telles que 
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(1) T' (R  v S)  i E Z  

sont ind~pendantes ( la mesure n 'est pas pr~cis~e car elle ne va pas varier ici ) 

(2) R c 

(3) S c 

(4) E ( R )  = E(T~),  E ( S )  = E ( T ~ ) .  

Soit ~l~ = ( R ) r  et ~ =(S)~.  Soit A = E ~ E ~  E ~ et A ,  = E~' E~' E ~'. 

Alors AL2(s¢,)CL2(~¢~) et sur L2(s¢,) A et A~ coincident. 

DEMONSTRATION. Soient P e t  Q deux partitions finies telles que: (P)T = ~¢, 

(Q)T = ~.  On va montrer que: 

E(R  I R v (O)r)  = E(R  I R -  v (S)r )  -- E ( R  IS) = E(R  ] (Q)r).  

(On aura de m0.me E ( S  I S -v  (P)r) = E ( S  I R)  = E(S I (P)T).) 

En effet: 
(a) E(R  v Q, T) = E ( R  v S, T) puisque E ( R  v Q, T) >= E ( R  v S, T)  d'apr~s (3) 

et que: E(R  v S, T) = E(S ,  T) + E ( R  I R - v (S)T), E ( R  v Q, T) = 

E(O, T) + E ( R  JR- v (O)r)  entra~nent E(R  v S, T) >- E (R  v O, T) d'apr~s (3) 

et (4). 

(b) E ( R  ] R -  v (S)r)  = E ( R  [(S)T) = E ( R  I S)  (6vident). 

De plus: 

car: 

Donc: 

E(R  JR- v (Q)T) = E(R  I(Q)T) 

E ( R  [R-v  ( Q ) r ) ~ E ( R  ](Q)r) ~ E ( R  [(S)r) = E ( R  [R-v  (S)r ) .  

E ( R  [(Q)T) = E(R  ](S)T)-- E ( R  IS). 

I I e n  r6sulte que si 

f "E L2(R)r: E'S'Tf = E'°'Tf. 

(On utilise le Lemme 2 et l'6galit6 obtenue en changeant R en V~. T~R, S e n  

V"-.T~S, Q en V"_.T~Q et T e n  T2"+'.) 
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Un raisonnement  analogue pour P et S entraine ie r6sultat. Comme 

cons6quence imm6diate des Lemmes  1 et 3, on a l e  

COROLLAIRE 2. Soit ( X , ~ , ~ ,  T , m )  un syst~me et (X,(P)~r,(())~,T,n~) un 

syst~me de Bernoulli qui est un facteur principal du precedent. Alors pour tout 

s E I ( m ) ,  on a: E ( T , ~ - s ( m ) ) = E ( P v Q ,  r~(r~)). 

Si le premier systbme est le syst~me de Bernoulli (X , (P)r , (Q)r ,  T, m )  

la relation pr~c#dente devient: E ( P  v Q,-c,(m)) = E ( P  v Q, r~ (r~ )). 

LEMME 4. Soit (X,(P)T,(Q)T, T , m )  un syst~me de Bernoulli. Soit Ao = 

EeEOE p. Soient A~ 1 <~ i <= I les valeurs propres de Ao(O <- )q <-_ 1 pour tout i). 

Alors : A = E° ' )~E~°~E ~P~ est ~ spectre discret. 

L 'ensemble  de ses valeurs propres est constitu~ par les hombres : 

N 

1-I A~ ~ ak E N ,  N E N .  
k = l  

DEMONSTRATION. Ce r6sultat se dgmontre de la m6me mani/~re que l'identit6 

(I) utilis6e dans la d6monstration du Lemme 1. 

PROPOSITION 1. // existe une partition abstraite R = P v Q telle que si 

( X , ( P ) T , ( Q ) T , T , m )  ddsigne le syst~me de Bernoulli muni du g~n~rateur 

inddpendant (P v Q, m ) et si (X, (P)1,, ( 0h ' ,  T, r~ ) est un syst~me de Bernoulli 

qui est un facteur principal de (X,(P)T,(Q)T, T , m )  alors: 

d(P  v Q) = d (P  v Q.). 

DEMONSTRATION. ./5 est prise avec deux 616ments; on choisit P v Q de fa~on 

que P ^ Q -- y e t  que P ne soit pas pas ind6pendante de Q. 

L2(P) a donc la dimension 2. Ao restreint & L2(P) a deux valeurs propres 1 et 

,L (0 < A < 1.) 1 correspond & la fonction constante et ), ~ une fonct ion propre f. 

-r~(m)(p,qj)= E(lqiA~ 1~) i E I j ~ J  

(I  d6signe l 'ensemble d'indices qui d6crit la partition P, J l 'ensembles qui d6crit 

Q.) 
Soit s > So du Lemme 1. Alors: 

(1) E ( P  v Q,~'s(m)) = - ~ (air +bijAS)log(a~j +bijA') .  
i , j E l × J  

(En effet 1 p, = m (p,) + bp,f et rs (m)  (p,q~) = m (p,) m (q~) + bp,E (f  1 q,)A ". On a 

donc pos6: a~j = m ( p , ) m  (qj), b~j = bp,E(flqj).) 
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Soit A0 l 'op6rateur E ~ E ° E  p. D'apr~s le Lemme 4 et le Lemme 3, ,4o doit 

avoir ses valeurs propres distinctes de 0 dans l 'ensemble: {I, A, A %. . . ,  h r} pour 

un r E N car P v Q est finie. (I1 suffit en fait q u e / 5  ou O soit finie). Soit K 

l 'ensemble d'indices qui d6crit la partition /5 et L l 'ensemble d'indices qui 

d6crit la partition Q. I1 existe une famille de polyn6mes: Pk.t(u) k E K, ! E L 

tels que: 

(2) E(/5 v O,z~(fit)) = - ~ P,,,(A~)IogPkj(A ~) (s > So) 
(k ,I)~K×L 

(P~., (A") = ~-, (fit (/~kt~,)). 

Le Corollaire 2 entraine que les deux membres de droite de (1) et de (2) sont 

6gaux d6s que s > so. Posant )t ~ = u, on a donc: 

(3) ~ (a,j +b,ju)log(a,i +b,iu) -=- ~ Pk,,(U)IogPk,,(U) (U <Uo). 
i , i~ IxJ  ( k , I )~KxL  

Nous imposons maintenant les conditions (C,) et (C~) 5. P v Q 

(C,): Si (i,,i,) # (i2,j~) (i,,],) ~ I × J (i~,j~) ~ 1 × J 

ai~h ~ ai2h 

b,,j, bid2 

(C2): b , . ~ 0  pour tout ( i , j ) E I  ×J. 

(Ces conditions se traduisent facilement de la fa~on suivante: 

C,: (m(p, ,qj , )[m(p, , )m(qh))  ~ (m(pi2q~2)/m(p,2)m(qj.)) dbs que (i,,j,) ~ (i2,j2) 
C2: m(p,q j )~  m(p,)m(qi)  pour tout ( i , j )  de I ×J .  

On peut construire beaucoup d 'exemples de partitions P v Q satisfaisant (C,) et 

(C2) sauf dans le cas off: d(P)  = d(Q)  = (1/2, 1/2). Dans ce cas (C,) n 'est  jamais 

satisfaite. Paul Shields et l 'auteur ont prouv6, dans un travail en pr6paration, 

que la conclusion de la Proposit ion 1 est encore vraie si: d ( P ) =  d ( Q ) =  
(1/2,1/2) 5. condition qu 'on prenne l 'hypoth~se plus for te  que 

(X,(P)T,(Q)r,  T ,m)  et (X,(P)~, (0)~, T, fit) sont isomorphes.)  

Remarquons maintenant que si R~ 1 =< s =< n e s t  une suite de polyn6mes de la 

variable u, Rs =- as + ubs tels que: 

a s  2 as------d ~ - -  

bs, bs2 

si sl ~ s2 et que bs ~ 0 pour tout 1 - s =< n e t  si Qs 1 _--< s _-< n, Q est une suite de 

polyn6mes de la variable u, l 'identit6 
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Q s ( u ) l o g R ~ ( u )  = Q ( u )  
s = l  

pour  un ensemble de u contenant  un intervalle r6el entraine Q ~ ( u ) =  0 

V s l < = s < = n .  

Il est facile de v6rifier que tout 0 d 'un polyn6me Pk, doit 6tre un z6ro d 'un des 

polyn6mes a~j + b~j u. 

Par cons6quent  il existe une application zr: K x L--> ~ ( I  × J )  (l 'ensemble 

des parties de I x J)  et des hombres: Ck, E R ÷, a~.t.~.jEN tels que: 

(4) P~,, ( u ) = C~, I-I ( a~j + b~u ) "~'~ . 
( i , j ) ~ ( k , l )  

Soit p l 'application de: I x J--> ~ ( K  x L )  qui h (i ,]) E I × J associe l 'ensem- 

hie des (k, / )  tels que: r r ( k , l ) ~ ( i , j ) .  

Alors la remarque et les 6galit6s (3) et (4) entrainent:  

(5) (a,j + b,ju) = ~'~ Pk.,(U)ak,,j (U < UO). 
( k , l )~p ( i , j )  

Mais on doit avoir: 

~,  a,j + biju - 1 - ~ ,  Pk.,(u) u < Uo. 
( i , j )E l  x J  ( k , l ) ~ K  ×L 

Comme pour  u < Uo Pk.,(u) > 0 l'6galit6 (5) entraine que p e s t  une bijection d'oO 

le r6sultat. 

Consid6rons maintenant un syst~me de Bernoulli (X,  (P)T, (Q)T, T, m ) tel que 

P e t  Q aient chacune deux 616ments, que P ^ Q  =3,  et que P ne soit paN 

ind6pendante de Q. Soit S une transformation inversible qui pr6serve la 

mesure m sur X et telle qu 'en plus 

Alors: 

LEMME 5. 

S(P)T = (P)T, S(Q)T = (Q)T. 

II existe une injection or de Z--> Z telle que p o u r  tout  i ~ Z: 

S(T'(P v Q)) = T't')(P v Q). 

DEMONSTRATION. On conserve les notations utilis6es dans la d6monstration 

de la Proposition I. Soit )¢ la fonction de L2(P) telle que A[ = A[(0 < A < l) (A 

6tant valeur propre de Ao). fes t  une fonction qui prend des valeurs distinctes 

sur chaque atome de la partition P (qui a deux 616ments). Consid6rons ~^ le 

SONS espace de Lz(P)T correspondant ~ la valeur propre A de A. ~ est 6gal ~ la 

fermeture dans L2(P)T de l'espace engendr6 par les combinaisons lin6aires 

finies des T i f i E Z .  Les hypotheses faites sur S entrainent que A e t  S 
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commutent .  Par cons6quent  So l  est dans ~ .  Comme ies T~[ sont orthogonales,  

il existe une suite de nombres a~ i E Z tels que: 

So f  - ~ a,Tif  --~0 quand N--~ +oo. 

Comme les T~[ sont ind6pendantes, la convergence pr6c6dente a lieu aussi 

p.s. et s'il existait plus d 'un a, diff6rent de 0, on pourrait  6crire: 

S[ = g, + g2 (p.s.) 

o0 g, et g2 sont ind6pendantes. Mais S f qui ne prend que deux valeurs est 

ind6composable.  D'o0 le r6sultat. 

La  d6finition qui suit est la version conditionnelle de la d6finition d 'une 

partition "tr~s faiblement Bernoulli" qui a 6t6 donn6e par D. S. Ornstein dans 

[31. 

DEFINITION. Soit (X, T) un syst~me dynamique ergodique et P e t  H deux 

partitions finies de X. On dit que P est ( H ) r  - -  condit ionnellement tr~s 

faiblement de Bernoulli si pour tout e > 0 il existe N E N tel que pour tout 

m > 0, il existe un p (qui d@end de e, et de m)  tel que pour  tout k > p on ait: 

d i /v ({TP, .} , ,  {T'P/hnq}~) < 

pour une famille d'616ments h n q(h  E V~-k T~H, q E Vo m TiP) dont la r6union 

a une mesure plus grande que 1 -  e. 

LEMME 6. Si P est (H)7-conditionnellement tr~s [aiblement de Bernoulli, 

alors P e s t  H-condit ionneilement finiment determin#e (voir la definition dans 

[6]). 

DEMONSTRATION. NOUS devons prouver  qu'6tant donn6 e > 0, il existe n l et 

r/ tels que si (X, T) est un syst~me dynamique ergodique et t5 e t / q  sont deux 

partitions finies de 3~ telles que: 

(1) 

(2) 

(3) 

(H, T) ~ (H, T) 

d T' (P  v H) ,  V T' (15 v / q )  < 77 
I - h i  

IE(f  v H, T ) -E(P  v/-2, T)l < n 

alors pour  tout entier p il existe une suite de partitions de l 'espace 

Z, P , P , H -~ i 0 < i <= p telles que 
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(5) t ( -'t d o T ~ ( P v H )  =d  V ° (P' v ) 

(6) 
1 ~ pi p ,_p ,  

p + l , = o l  - I<~ .  

Pour  cela nous prouvons  d 'abord  que si P e s t  (H)r - condit ionnel lement  tr~s 

fa iblement  de Bernoulli 6tant donn6 e ~ > 0 ,  il existe N(eO et v/~ tels que si 

P v H, T vdrifie: 

(7) (H, T) - (H, T) 

(8) d T ' ( P v H ) ,  V T ' ( P v H  < r l ,  
- N  

(9) IE(P v H, T ) -  E(P v H, T) I < 7 I, 

alors il existe un n e t  un p tels que pour  tout m pour tout k > p, il existe une 

famille Am,k d ' a tomes  

( ~ v" p) h n q  h E V  T~FI, q E  T' , m ( A ~ . k ) > l - e ~ t e i s q u e s i h n q E A , , . k  
- k  0 

alors: 

(10) d({~'P,h}7, {~'P, hoq}7)<E,. 

En effet, on prend n = n(eO dans la d~finition de trSs fa iblement  Bernoulli et on 

prend ensuite 8~ tel que si: 

alors: 

(n ) (  ) 
IE v T'PIR -E y T'P 1<8, 

Soit n* tel que: 

~llo 
V TiP .1_ R (8, n e d 6 p e n d q u e d e  e~/10). 

1 

( l l )  E V T'PI_..V T ' P v M  < h E  P, T I M  +--~-  M = ( H )  . 

Soit maintenant  p, tel que: 

(12) E T T I  V T ' P v  V T' < E  T ' P I v  T ' P v M  + e2'8' 
- . .  -., - . .  l0 
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Enfin il existe d 'apr6s  la d6finition de tr6s fa ib lement  Bernoull i  un ent ier  p2 tel 

que:  

2 
- i n l n ~ E 1  

(13) d({TP,,}I, {TP/hnq}l)  T0 

pour  une famille d '616ments 

k 0 

h Aq (hE  V T'H, q E  V T'P) 
--k - -n* 

dont  la r6union a une mesure  plus grande  que 1 - e,~/10 d6s que k > p2. 

Soit  N = sup(n*,p,,p2, n). Si main tenan t  ~ est  choici  suff isamment  petit  

dans  (2) et (3) on aura:  

2 
- - i  --  n - - i  --  n E I 

( 1 4 )  d({T P/~}I, {T P/~n~}l ) < 1--0 

p o u r  une famille d '616ments 

p~ 0 ) 

hf"l¢l g ~  V T'~I,(IE V T'P, p3=sup(pl,p2) 
--P3 - -n* 

dont  la r6union a une mesure  plus g rande  que 1 -  e]/lO et 

(15) E v ~ P l  v ~"Pv v T'H <nE(P,?I~)-~ e~'a' -.* -,3 10 " 

(15) et le choix  de 81 en t ra inent  que pour  tou t  m * > 0, pour  tout  p * > 0, il existe 

une  famille A,..I.  d ' a t o m e s  de 

0 - - . - -  P3 

V T'P v V 7"~ISI 
--tl* --P3 

dont  la r6union  a une  mesure  plus grande  que 1 - e~/10, telle que si/~0 E A,..t.  

alors:  

. . . . .  ;.o ( - V - , - . -  ~ )  (16) V T'P/~ I T'P v V I"" 
1 \ n * - m  * p 3 + P * ~ l r l > p 3  /hq .  

(14) et (16) entra~nent 

(17) 
2 

--  - - i  - -  n - - i  - -  n d({rPl~},,{rPl~h.~p.},) 3e, 
<-ff f  

pour  une  famille d ' a t o m e s  
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V T'H,~q*E V T' 
--P3--P* - - n * - - m *  

dont  la r6union a une mesure plus grande que l -  e,/3. (17) entraine 

{TP,~. },)< -~- d({T P/~},. - i -  . .  2e, ( 1 8 )  - '  - " 

pour une famille d 'atomes 

hh * de T'H 
--P3--P* 

dont la r6union a une mesure plus grande que 1 - e , / 3  

- -  - - i  - -  n - - i  - -  n {T P,~h*}, ) < car d({T Ply} 

m (qq*.__hh *) d((T'P/g}~', {T'P/~h.¢q.}7 )). 
• 0 

c~q ~ .y_.yo m(hh*) 

07 )  et 0 8 )  entrainent (lO). 

Soit e, -- e/10 et soit p pour lequel on veut  v~rifier (4) (5) et (6). Supposons 

qu'est  construite une suite de partitions: 

P~,P~,O<-i<-k et H ~,-p3<=j<=p3+p 

""  I ""  " )  d v V He =d  TIPv V TJ 
--P3 ! --P3 

( ) P 3 + P  . P3+P 

(20) d ° V P '  v = d V ° T'/~ v V T'H 
- - P 3  

1 ~ ] p , _ p , l <  e 
(21) k + l  o 

(h cause de (10) une telle suite de partitions peut  ~tre construite si k = n) et 

montrons qu 'on peut construire pi  et/5i ,  k + 1 _-< i _-< k + n de faqon que (19), 

(20) et (21) soient v6rifi6es avec k chang6 en k + n (tant que k + n _-<p). Cette 

construct ion se fait facilement comme dans [3] en utilisant (10) (et son analogue 

pour  P, T) et en d6finissant P~ et P '  sur l ' intersection des images des atomes 

sur lesquels (10) est vraie par les isomorphismes (19) et (20) de faqon h avoir: 

telles que: 

(19) 

k + n  

1 2[P'-P'I<e- 
F/ k+I 

D'ofi le r6sultat. 
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COROLLAtRE 1. Soi t  R = P v Q une part i t ion abstraite.  Consid~rons  le 

s c h e m a  de Bernoul l i  avec  R c o m m e  g~nOrateur ind~pendant  (la translat ion T 

sur  R z =  X ) .  Soi t  encore R p o u r  d~signer la part i t ion engendrOe par  la 

coordonnde  0 dans X .  A lo r s  il existe une part i t ion B de X telle que : 

(1) Les  T 'B ,  i E Z, sont  ind~pendantes  

(2) (P)T _L (B  )T 

(3) (P)T V (B)T  = X .  

DEMONSTRATION. I1 est facile de vOrifier ici que R est (P)T" 

condit ionnellement tr~s faiblement de Bernoulli (les T~R, i E Z, sont (P ) r -  

condit ionnellement ind6pendantes); le lemme pr6c6dent et la Proposition 3 de 

(6) entrainent alors la conclusion. 

La m6me remarque nous permet  de dOcrire le syst~me entr6e-sortie, pour 

une entr6e quelconque,  quand le canal est avec bruit et sans m6moire: 

Soit (X, T) un systOme dynamique ergodique et P une partition gOn6ratrice 

finie ayant  s 616ments de ce syst~me. 

Soit t un entier positif et soit (Cj.k), 1 =< ] --< s, 1 <-- k -<_ t une suite de nombres 

rOels non nOgatifs tels que: E~=, Cj~ = 1 pour tout ]. 

Soit Q un ensemble fini ayant t 616ments Q = {q,, q 2 , " "  q,}. On d6finit une 

mesure m* sur (P v Q)Z de la fa~on suivante: 

Soit lp,, 1,,2" • • lp,. lq,,. • • lq~. un cylindre de (P v Q)Z. 

Alors: 

m *(P~,P*2" " "P*.qs, "" " qJ.) = m ( P i l P i 2 "  " • PiN) h Ci~3k 
k=l 

(m est la mesure sur X).  m* est stationnaire pour (P v Q)Z muni de la 

translation T. On a ainsi d6fini le systOme entr6e-sortie avec entr6e (P, T) et 

canal donn6 par la matrice (C~k). I1 est ergodique (R. L. Adler [1]) et on a de plus 

le 

COROLLAIRE 2. 

que : 

(1) 

(2) 

(3) 

A v e c  les hypo theses  ci-dessus,  il existe une part i t ion B telle 

L e s  TiB,  i E Z, sont  ind~pendantes  

(B)T  ± (P)7- 

(P ) r  v (B) r  = (P v Q)T. 
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Le  Corollaire 1 et le Lemme 5 nous permettent  de prouver  la: 

PROPOSITION 2. Soit (X, T) un schema de Bernoulli d '  entropie finie. 

Soit S une transformation inversible pr~servant la mesure sur X telle que toute 

sous tr-alg~bres de X invariante par  S o u  par T soit invariante par  S e t  par  T. 

Alors  S = T ou S = T -l. 

DEMONSTRATION. (1) I1 existe une partition abstraite P ayant  4 616ments telle 

qu 'on puisse l'6crire P = Q v R avec Q non ind6pendante de R et Q ^ R ~ v 

telle que: 

P = {pl,p~,p3, p4} 

et que s i p  est la partition dont  les 616ments sont p, et p2 U p3 U p,, et si P, est 

une partition telle que d(PO = d (P)  ind6pendante de P, il existe une partition 15 

ayant  4 616ments telle que: 

(a)  E*(P)  = E ( P )  - E ( p )  

((3) d * ( P , P ) < a  (Par d* (P , P )  on d~signe la distance ob- 

tenue en consid6rant les r6alisations de P et 

de /5 relies que /5 k p.) 

(y)  d(P, P~) > 10a 

On peut t rouver P satisfaisant ces hypotheses en imposant en plus h E ( P )  

n' importe quelle valeur positive et plus petite que log 2. On v6rifie facilement 

qu'il suffit de prouver  la proposition pour un sch6ma de Bernoulli ayant son 

entropie comprise entre ces bornes. 

(2) Soit (X, T) le schema de Bernoulli muni du g6n6rateur ind6pendant P 

v6rifiant ( 1 ) - ( a ) ( f l ) ( y ) .  I1 existe une partition I telle que: 

(a)  d ( I )  = d (P)  

(/3) It-P[ < 2 a  

(y) les T 7  sont ind6pendantes 

(8) (/)~ ± (p)T 

(e) (I)T v (p)r = X .  

(Cela r~sulte du Corollaire I du Lemme 6 et du fait quc si H et K sont deux 

partitions abstraites telles quc E ( H )  = E ( K )  ct si d ( H  v K )  est donn6e, aiors 

pour  tout e > 0, on peut t rouver dans le sch6ma de Bernoulli (Y, S)  d 'entropie 

E ( H )  deux partitions H~ et K~ telles que: 
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(i) Les S~H, i ~ Z  sont ind6pendantes 

(ii) Les S~K~ i ~ Z sont ind6pendantes 

(iii) (H,)s = Y 

(iv) (K,)s = Y 

(v) d ( H , v  K , , H  v K ) < e .  

(On reprend les notations utilis6es par D. S. Ornstein dans [3].) 

Pour voir cela, on prend H *  et S* telles que: E ( H * ) =  E ( K * ) >  E ( H )  et 

d(H*  v K * , H  v K )  < e/10 [soit u = E ( K * ) -  E(H))] .  

On consid~re le sch6ma de Bernoulli de base H *  v K *  muni de la translation 

T. On prend n suffisamment grand pour que sauf sur un ensemble de mesure 

plus petite que 8[10, qu'on appeUe A~: 

(a) les n-noms des atomes de vgnT~(H*v K*)  sont des 8110 suites pour 

H *  v K *  

(b) re(h) est comprise entre exp ( - n ( E ( H * ) + - 8 / I O ) )  (h E Vo"T~H *) 

rn(k) est comprise entre exp ( - n ( E ( K * ) + - 8 / 1 0 ) )  (k E VonT'K *) 

m(h fq k) est comprise entre exp ( -  n ( E ( H *  v K*)  _+ 6/10)) 

(h M k E V o " T ' ( H *  v K*))  

(c) Si P est une partition finie g6n6ratrice de (Y, S), sauf sur un ensemble de 

mesure plus petite que 8/10 qu'on appelle B .  ~ la mesure des atomes p de 

v~ T- 'P est comprise entre exp ( -  n(E(H)+-8/10)).  

A cause de (b) on volt facilement qu 'on peut t rouver  plus que 

½ exp n ( E ( H * ) -  38/10) atomes de A. qui ont la propri6t6 que d~s qu'ils sont 

distincts leurs H *  n-noms et leurs K*  n-noms sont distincts. Si 8 a 6t6 choisi 

assez petit par rapport  h u et n assez grand, le nombre d 'atomes pr6c6dents 

sera plus grand que exp n ( E ( H )  + 8/10) et on pourra en donnant  ces nouveaux 

noms aux atomes de B. et en utilisant un th6or/~me de Rokhlin const ru i re / - t  et 

/ (  dans Y teiles que: 

8 K)  < ~60 ' K ) < 5  d(/-ir, n ) < ~ -  6, d( / ( ,  d ( / - t v / ( , H v  

8 E(I2I, S) > E (H)  - ~ ,  E(I(,  S)  > E ( K )  8 
I0" 

Si 8 a 6t6 choisi suffisamment petit le Lemme 12 de [3] entrai'ne l 'existence de 

H,  et K,.  En fait on peut t rouver  Hi et K,  v6rifiant (i), (ii), (iii), (iv) et 

d(H,  v KO = d ( H  v K)  mais on n'en aura pas besoin ici. 

(3) A cause du Lemme 5, on a qu'il existe une injection: or: Z- -~Z  telle 

que: S(T~P)= T""~P. 
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On se donne deux entiers distincts k et I e t  on construit  une partition P*  telle 

que: 

(~) 
(/3) 
(~) 
(6) 

les TiP * sont ind6pendantes 

d(P*) = d(P) 

P * ^ P = o  

d(P* v TkP) / d(P* v T~P). 

P* est choisi de la mani~re suivante.  A cause (2) (8) (e) ,  on peut  d6finir une 

t ransformat ion inversible pr6servant  la mesure  U sur X, commutan t  avec  T, 

telle que U soit l ' identit6 sur (p ) r  et U soit T k sur (I)r .  Soit P*  l ' image de P 

par U. Il est 6vident que P*  v6rifie (3 ) - - ( a )  (fl) (y)  et qu 'en outre: 

] T ~ I - P * [ = I I - P I  < 2 a .  

Par cons6quent:  

Maintenant:  

] P * -  T * P ] < ] P * -  TkI]+[ T * I -  T*PI 

] P * -  T*P [ < 4a . 

] P * -  T'P] > 1 T k P -  T ' P [ - I P * -  T'P] 

I P* - TtP I > 6a. D'ofl (3) (6). 

Le L e m m e  5 et (3) (y)  entra[nent  que: S(T'P*)  = T¢"JP *. Soit z = or(0). 

Nous  allons prouver  que: o r ( i ) -  i = o'(0) pour  tout i E Z. 

Supposons  le contraire: Soit j tel que ¢ r ( j ) - j ~  ~r(0). 

Comme  S pr6serve la mesure,  on dolt avoir: 

d(P v TsP *) = d ( S ( P  v TIP*)) = d(T~¢°~P v T~°~P *) 

ce qui donne une contradict ion si j = k, l = or(j) - ~r(0), dans le choix de P*.  

II existe donc un entier n tel que S = T" et comme S a exac tement  les 

m6mes facteurs  que T, alors n = -+ 1. 

PROPOSmON 3. Soient (X,(P)T,(Q)r, T ,m)  et O(,(P)¢,((~)¢, T, n3) deux 

systkmes de Bernoulli tels que" 

(1) E ( P )  = E ( P )  

(2) E ( Q )  = E ( Q )  

(3) E(P  v Q, m ) = E ( P  v Q , m ) =  E(P  v Q, "r~(m )) = E(P  v Q, r,(r~)). 
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Alors ils sont isomorphes. 

D E M O N S T R A T I O N .  
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Soit  R = P ^ Q, /~ = P ^ Q. N o u s  al lons m o n t r e r  que:  

R - -  I~ 

P I Q et P_LQ. 

(C 'e s t  la Condi t ion  (3) qui va  a s su re r  ces relat ions.)  L a  p ropos i t ion  en r6su l te ra  

pu isque  d ' aprSs  le Corol la i re  1 pr6c6dent ,  on au ra  qu' i l  exis te  B,  et B2 dans  X 

telles que:  

(B,)T ± (R )r, (B,)T V (R )T = (P)T, les T~B,i ~ Z sont  ind6pendan tes ,  

(B2)T ± (R)T,(B2)T v ( R ) r  = (Q)T les T'Bd ~ Z sont  ind6pendan tes .  

Alors  les T~(B~ v R v B2),i E Z, sont  ind6pendan tes .  En  effet  

E(B,  v R v B2)>- E(P v Q, T)= E(P v Q) 

et c o m m e  

E ( P v Q ) =  E ( P v Q  v R)--  E ( R ) +  E ( P v Q I R )  

= E ( R ) + E ( P I R ) + E ( Q I R ) .  

D'ofl  E(B,  v R v B2) = E ( R ) +  E(B, )+ E(B2) 

et la conc lus ion  en uti l isant  (1) et (2). 

Pour  p r o u v e r  que:  

R 

E(P v Q, m) = E(P v Q, r d m ) )  entra$ne que P 1 Q, on r e m a r q u e  que:  

E(P v Q , m ) =  E(P ,m)+  E( (Q,m)I (P ,m))  

E(P v O, r,(m )) = E(P, r , (m  )) + E((Q, r~(m )) I (P, r t (m )).  

C o m m e  r n e t  r , ( m )  co inc iden t  sur  P, on a, d ' ap r6s  (3): 

E((Q, m )[ (P, m )) = E((Q, r~(m )) I (P, ~'~(m )) 

- f ~ , E ' P m ' l q l o g E ' P ' m ' l q d m = - f ~ E ~ " , " " l q l o g E ~ P " , ~ m " l q d m .  
q~Q qEQ 

Main tenan t :  

E~P'~'~m'lq = A lq (A = EtP'r~Ete'm~EtP'm)) 

(cela r6sul te  de la d6finition: f lp lqd~-,(m) = f lpA lqdm). 
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/ -  / -  

| E ~P(EtP'm'Iq) dm = | E ~ P (  A lq)dm (~P(t) = - t log t). 
J q ~ Q  J q~Q 

Mais: 
E~'E°~(E p lq)  =< qb (EPEOE P lq)  

(on n'utilise plus maintenant que la mesure m) et l'6galit6 pr6c6dente entraine 

que pour tout q ~ Q, E "  lq = A lq, donc que EPf = A f  pour toute f ~ LZ(Q) et 

qu'alors: EPf = A"f, Vn > 0 et EPf = ERf ce qui est le r6sultat. 

QUESTION. Le Lemme 5 peut ~tre interpr6t6 comme suit: 

Etant  donn6 un sch6ma de Bernoulli (X, T) il existe deux sous o'-alg~bres de 

X T-invariantes, M et ~ telles que si S est une transformation inversible 

pr6servant la mesure, commutant  avec T, telle que SM = M e t  S ~  = ~ alors 

S = T". Peut-on obtenir le m~me r6sultat avec la condition que S n e  laisse 

qu'une sous alg~bre convenable invariante? 

I1 y a des analogies entre cette question et l 'exemple construit par D. S. 

Ornstein dans [4]. 
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